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CURSO DE CALCULO INYINITESIMAL
%_

{ Continnacion )

Se averigua ficilmente que estas férmulas conservan la mis-
ta forma cucndo sno es variable independiente; s tiene, en
este ¢aso,

¢ dydis—ds d'ﬂy‘
ds®

~
i

i (iz dix—dx d%z
(3) s?

{_dediy—drdx

7 dss

Devivadas de los nueve cosenos, respecto del arco s

Las férmulas (2) dan las derivadas «ic los cosenos «, 3, v.
Sean ahora, en lafig. (1), £,, &, +A£, las abscisas de los pun-
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tos P, P, iA, el cosenodel angulode P, P, con OX; el arco
P, P, mide el dngulo A¢ de los planos osculadores en M i 37,
luego se tiene

AL =N, A¢

La figura (1) muestra ademas que, . A¢ es positivo el senti-
do de P, F, es contraric al sentido de MV, luego el limite
de A, es — . Dividamos los dos miemnros de la ecuacion ante-
rior por ds, tendremos en el limite

Sea p el radio de torsion, en el punto M; el segundo factor
. S i

del segundc miembro es, ~or definicion, igual a —-  luego se
' P

podran escribir las férmulas

@
ds o

|

i

g Ll’r] u
2 s p
{

\

{4)

a

x
das p

Estas son, por consiguiente, las derivadas de los cosenos En &
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Para determinar las de A, u, v escribiremos las férmulas
usuales

A=ny {8 a=u {—vy
u=fa~E{y B=nf~A¢
y:§=8~~>7(l vEAg—u €

(B o d

Y ab
s TS ds TV s

ds
O bien, segun (2) i (4),
AN e €
ds - e ! 0 ~

Las otras dos derivadas se deduccn de la primera por una
simple permutacion i se tiene finalmente

N R T
7 - s
s 7 P
Ay B a1
(5) e T 74* ;
! dy y
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Derivadas consecuiivas de las coordenadas de los punios
de la curva en funcion de la curvatura i de la torsion

Las férmulas (1)1 (2) dan las primeras 1 segundas deriva-
das de &, 7, # respecto a S; calculcmos las derivadas terce:as;
de la prnera férmula (2), se deduce

a1 dh A dr
ds® =z ds  #* ds

O bien, segun (5)

axr a £ A Ay
ds3 72 pr r2 s

i, del mismo modo,

v _ 6, 7 d7
dst 72 T T on 7 ds
4 v & v dr
dss P o7 7 ds

Estas férmulas son debidas a Serret.

Supongamos que los ejes de coordenadas coinciden con el
triedrc formado co: la tanjente, la normal principal i la binor-
mal, deberemos hacer en las férmulas anteriores
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Las derivadas consecutivas de las coordenadas del punto 4/,
situado en el orfjen, son entdénces

[ gr_ r Pr L
{ ds dst P r®
6) % ‘d-l_-» dzj/ = &i éd_}_ [ 1 dr
( } ds ds? s dss 2 g
{ dz d?z o iz 1
vods dsz ds® v

Coordenadas del punio M, infinstamente proximo de M

Hemos llemado mas arriba v+ Az, y+ Ay, 2+ Az las coor-
denadas de un punto &7’ infinitamente préximo e M, la 61
mula de Taylor da ahora '

i se obtencrian férmulas analogas paca Ay 1 Az; reemplacemos
las derivadas consecutivas por sus valores (6) tendremos

Axr=ds— - 1; ass -
672
L
D oapelge LA
@2 \ﬁ AJ—Z? ds & — ds3 ...
{ Az= ——— ds% 4.
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La altima férmula muestra que la distancia Az de 47" al pla-
no osculador en 47 es infinitamenta pequefia de tercer érden
respecto del arco 47 377, luego cuando se desprecian los infinita-

wmenic pequesios de leycey Orden se puede adinitiy que un avco de
curve estd contenido en su plano osculador.

Otra espresion del ~adio de curvatura

De la segunda férmula (7) se deduce

En esta férmula se puede reemplazar s por Ax porque la
difrencia entre *.x 1 ds es, sogun (7) de! drden de ds?, luego
se :cne tambie:.

. Ax?
2Ay

Esta férmula puede establecerse directamente; consideremos
en efecto la circunferencia osculatriz a la curva, ella pasa por
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tres puntos consecutivos i su radio es por consiguiente igual a
». Ahora en esta circunferencia se tiene

Avi=Ay {ovr—Ay)

O bien
Ax* e Ay
20y N 2
Luegc
Ax?®
lim —— =
24y

La {érmaula (8), perinite compr=r ficilmentc las curvaiu
de las «..:vas que so:

&S

tanjentes <inve si en us mismo punto;
sea, en cfecto A4 el piiiio de contacio comun, tonamos solow
tanjente /7 7 un segmento M f{==Ax 1 tracemos por A un
plano prrpendicular a A7 7 sean 447, M',, M',..... los puntos
de interseccion de la: diferentes curvas con el plano consicera-
doiAw,, Ay,, Ay, ... las distancias de estos puntos a la ian-
jente comun; 74, 7, #’5... l0s radics de curvatura.

Cuando se desprecian los infinitamente pequefios de tercer
6rden se tiene

Luego
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Eye de curvatura

Lleveinos sobre la normal principal 4V ala cvrva (€) (fig. 2)
una lonjitud M A= el
punto A es el centro del
sfreulo de curvatura, o simi-
plemente el centro de crr-
vatura de la curva (C); tra-
cemos en supouida 4 B per-
pendicular al plano oscula-
dor: esta recta se llama ez
de curvatura de la curva
(), en el punto M.
Consideremos ahora un
plano 7 47 /' i sea fel dn-
gulo que foria con el plano

osculados; proyectemoes la curva () en este plano 1 busquemos
el radio de curvatura +/ de esta proyeccion en el punto 47
aplicaremos para esto la férmula (8).

Tenemos, en prime:

PRy 1 ‘~ hf]
T= N T

Al proyectar la curva (C) sobre ¢l plano 77 M A’ el punto M.
se proyectard en un punto 447, i se tendrd evidentemente
M, H=M H. cos §
Luego

M H v .. MH

A=lin ey = ese ™ L urm
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Por consiguiente

4

cos

’

a fig, (2) muestra quo # es igual a M A’; en ¢iros términos
La fig. (2) muestra q ; R
el centro de curvatura de la proyeccion se encuent . sobre el eje
de curvatura 4 5.

El gre de curvatura es e inlerseccion de dos planos novinales
mfintiomente proyinios :

En efects, =1 plano nornal a la curva () en 47 es el plano
P 3 NV cuya ecnacion es X =, zhora, en el punto A, los
cosenos diractores de la tanjente son, segun (7)

£

.uego la ecuacion del plano normal e

ds
7

xY—A Z -t

- (Y- 13p)=0

O bien, si se desprecian los infinit~mente pequefios de drden
superior a ds,

X—ds+ -?« V=0
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La interseccion de los dos planos es la recta

Es piccisamente ¢l eje de curvatura.

Diferencia entre un arco infiniiamente pequeiio i Su cuerc'=

Sea Acla lonjitad de la cuerds 37 2 (fig. 1); se deduce de
las férmulas (7

/ \
A2 =Ax"- Ay2+ Az -] ds®— —»I,,- PR S
\ 37° /
+‘/ I,) ds+ 1 ..\ + e
147 )

Los puntos suspeusivos representan cantidudes infinitamente
pequefias de drden superior a 4s+; se puede escribir tambien

Ac* =ds? — L «djj wdst{y—
1z e \ 12
Tuego
AL : 2
Ac:(ls{i-— L 4 :a’x{I— L —d{ +
\ 12 / { 24 r:
QO bien
Aomds— L. _4s®
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En resttmen, cuando se desprecian los Infinitamente peque-

fios de orden superior a ds? la diferencia entre el arco drila
. ds?
cuerda Ac es igual A

Es fi.il de averiguar directamuite esta fornula en el caso de

la circunferencia; en efecto sea o'e el dngulo al centro del arco
ds, se tizne

ds = 7
A 7rnd€ rrde 1(”)3
Ac=2rsen-—— =27 — —— | —— o
2 L z 6 zZ ;T
O bien
7 -
~ = gile — o e + . -

Esla-

nisma férmutn obtenida en el caso jeneral de una cur-
va cualguiera.

Curvas pi-uas

Las férmulas relativas a las curvas planas pueden deducirse
simplemente de las férmulas jenerales, haciendo en ellas

=05
el plano de la curva es enténces =l plano X O V. Sin eml: rgo
es mas ¢spedito establecerlas directamente,

Sea el dngulo

= la tanjente a la curva ‘on el eje OV, se
tiene
dx
——— = COS
s
T o =S5en w
ToMo crv
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Luego
dix dw sen w
e mm — 80N g e T e ——————
ds*® ds 7

Se obtiene tambien

@ L=

;

g:}‘
y
_l_
B3
)
v
—| ¢
1)

Elijamos zhora x como variable independiente, d2x serd
igual a cero; luego

1 dx d%y
oz ¥
<d.1.’2+(27y2 J:.
/
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O bien
E + Ay —r
dx ) !
P A
a2y

(10)

Se averigua que el radio de curvatura es igual 2! radio del

circulo osculader.
TLa férmula (0) se deduce tambien directamente de la fér-

mula
dy

fecto se ceduce de ell.

a’,2y

L
L[
+ \Wd:c J

Cuando la curva es referida a coordenadas polares, se reem-

plazan, en (9), # e ¥ por sus valores

x=p cos ¢
y=psen
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Entonces, si § es la variable independiente,

dx=dp cos §—p sen 6 d8
dy=dp sen O+ p cos 0 46

d*x=d%p cos O~ 2dpdf sen §--p cos O db”

d*y=d?p sen O+ 2dpdf cos 6—p sen 6 467

Se obtiene por consiguinnte,

‘ i“* . defzdr{}“pdgpdG-'r‘ 2 7%

|t pdb
\

~—

O bien

-~
et
et

S’
!
IH
|

APLICACIONES

' —Radio de curvaiuva de la catenavic

Ia ecuacion de esta curva es
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De ella se deduce

/ x x\
s 1 a a
-}’ = — \B — ¢
ax 2
[ = =)
1 a @ Y,
= ~~‘~»r-kg +e = »é«
2a a
Por otra porte
x X 2
" “ 2,\"\ v—-; —
dy \? 1 b Ta e 2
T e R A o L=y
\ 1) 4 ) 2 az
Luego, segun (10),
22 52
- 5=

Asi el radio de curval--a es proporcional al cuadrado de la
ordenada.

Sea NV el segmento de la normal comprendido entre la curva
i el eje O X se tiene, en nn punto cunlquiera de la curva

_ AN
N_yl\/x : (Tix)

Luego, en el caso de la catenaria

2
N = _)i‘_
@
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Se ve que el radio de curvatura es precisamente igual a V.
11.—Radio de curvatura de la cipse

Escribiremos las ecuaciones Je la elipse bejo la forma

X=@ COS P

y=bs ¢

Elejiremos a ¢ cowso variable independicute; tendremos en-

ténces

dx=—asco ¢ d déx= —a cos ¢ d $*
dy=-+bcos pd¢ d?¥y=—0sen ¢ d ¢*

0, segun (¢

ab dg?

I
o=

3

Tz
2 con? 40 52 ERFR ¥ 3
(a sen® ¢ O* cos? ¢ 1* dg

O bien

14

{ o 2 2
{a% sen® ¢ 57 cos‘q{))
¥ o

o

Calculemos tambien el valor del segmento de normal V com-
prendido entre la ~urva 1 ef ejc O X, tendreinos

= %N/a“’ sen® ¢+ 62 cos” ¢
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Luego

consiguiente, proporcional al

El -adio de curvatura es, pog
cubo 2l segmentc de normal 2V,
Sea V' ¢l segmento de normal comprendido entre la curva i

el eje U Y se tiene

Luego, en el ca: 5 de la elipse,

=2 K/Z)" cos? g4 a¥ sentep

N =acos 901\/

De aqui se deduce

111.—Radio de curatura de la a’déia’e

Las ecuaciones de la curva son

x=qa (x—sen u)
y=a (1—cos %)
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Luego, si se toma el dngulo # como variable independiente

y==q (1 —cos5 1) du P2x=g sen u du”
dvo=a sen # di Ary=q cos u u*
- -

Luego, segun (9),

1 2% cos u (1—cos u)—a* sen  u 1

. . X “
8 4% sen’ — 4 @ sen —
- 2

O bien, ¢i: valor absc’ to

i

2

y==d4 a sen -

El segmento de norn il IV es, en crte caso,

P

72
N=2 a sen e

Luego, v
y=2 IV

IV.—Radio de ¢

rratura de o esprval logavfimica

La ecnacion de esta curva es, en coordenadas polares
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De aqui sc deduce

dp m
e =mae =
6 P
= 7722 P
Luego, segan (i1),
1 2 p? —n® p? 4 p* 1

e

pal it L1

O bien

Se ve que el radio do curvatura «; proporcional al radio
vector.

V.— Radios de curvatura ¢ de rsion de la héliice

Aplicaremos aqui las férmulas jenerales. Las ecuaciones de
ta hélice son

x=f (o)
r=¢ (o)

g=q tg’@

La variable o representa el arco contado en la seccion recta
del cilindro i & es un dngulo constante. Se obtiene en primer

lugar

do

ds= sl
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Luego
[ dx dx dxr . 2z
| =cos 0 e 3= oS 8 I
) dy dy %y . 47
AN = g s 0 s
{ ds d*z
s Tsen 7 S Tea 0
A. OBRECHT
(Coniinnard)

+y



