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(URSO DE CALCULO INFINITESIMAL

( Continnacion)

CAPITULO VIIY

CONSIDERACIONES SOBRE LA TEORfA JENERAL DE LAS
FUNCIONES

Las propiedades jenerales de las funciones se dedueen prin-
cipalmente de su desarrollo por la férmula de Taylor.

Hasta ahora hemos considerado una funcion que tenia valo-
res reales ‘para cierto grupo de valores reales de la variable i
hemos establecido las reglas de converjencia de su desarrollo
en serie.

El exdmen del caso de las abcisas criticas imajinarias nos ha
conducido en seguida a definir exactamente el valor de la fun-
cion cuando la variable era imajinaria i representada.por un
punto situado en una rejion determinada del plano.

Los resultados obtenidos se pueden jeneralizar: Sea (fig. 7)
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A un punto de abcisa real «; € un punto critico de la funcion
F(&X);, MiZdos antoq situados en el interior del circulo de

converjencm de 4; X
Fig 7. z los abcisas imajina-
rias de estos dos pun-
tos.

Como el punto Z
estd situado en el in-
‘terior del circulo de
converjencia de 4 se
tiene

Y

N (0 /@=2222 o)

1 la serie del segundo
miembro es converjen-
te.

Ahora

R g

—~ - xr .
FZ—ad=5—A1TA—a

Sean 2 1 » dos ndmeros entevcs tales que m+#=p, se ten-
dréd idénticamente

=g =X (X —ar

1.2...p 1.2...n  1.2...m

Luego

() = 22(3!5 D

I12...72

_[z> tn
1.2,.. VAR

Como el punto A estd situado en el interior del circuio de
converjencia de A se tiene

sEZD a0 =2 (X)

Luego
(3) S =375 iy
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El segundo miembro cs la serie de Tayler, ordenada segun
las potencias de z— X, i suvalor es igual a £ (2). Asi el valor
de f{z) sc puede deducir indiferentemente, sea del valor de la
funcion i de sus derivadas en A, sea de los valores correspon-
dientes en /.

Ademas la f6rmula (1) permite escribir el valor de /() bajo

. F g/
la forma C+ .53/ —1. Sea z—azp’eﬂi), se tiene
PIP ’
= Fo
¢ T1.z2..p cos p¢' /2 (a)
5:“——‘91—}1— sen p¢’ f* (a)
“12..p

La férmula (2) da tambien, si s=X=re'" X—a=pe ‘¢,

7!1 pm
C=23-—"—— 2 cos (na-+mp) for(a
“Lzenn L2..m ( P)J (‘)
n pm { /
< AN N
D AT 1 sen {na+me¢) form (a)
127 L2 N rrJ )

Bajo esta forma se ve bicn claramente que si el punto 4/
queda fijo, las condiciones de converjencia de la serie {3) de-
penden solo de 7, es decir, del médulo de z—_.X; cuando el
punto Z tiende a confundirse con el punto critico € una de las
series (, .S o las dos, tienden hécia el infinito; la suma corres-
pondiente de los mdédulos de las series trigonométricas tiende
por consiguiente hdcia el infinito. Luego la suma de los médu-
los queda finita solo para los valores de » menores que 47 C.

Segun esto, la serie (3) scrd converjente para todos los valo-
res de z representados por los puntos del plano en el interior
de un circulo de centro # ide radic M C, este circulo es el
civenlo de converjencia en M de la funcion f(X).

Para todoslos valores de 2 asi definidos, la funcion f (2) i sus
derivadas sucesivas pueden ponerse bajo la forma C+ S ./ —1,
i las funciones ¢ i .S son series trigonométricas reales i conver-
jentes, .

La férmula (3) puede todavia transformarse, Sea 2’ un punto
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situado cn el interior del circulo de converjencia de 471 &'
abcisa imajinaria; se pucde escribir, como mas arriba

s—XN=s5-—-5+75-X

Sean /% i £ dos nimeros enteros tales que 2z+%£=7, se tiene
idénticamente

(=0 _sle=s) (=20
1.2 L2..& 1.2..%

Luego, segun (3)

- (z=5")k (£F=X)"
—syFTE) T B
Fia)=22 £ 12

1.2.

ARG

Ahora, si 2’ Z es menor que 2’ C se tiene

(¢ = X)h

s A k+h (5

vz — S (&)= )
Luego

@) F @)= (@)

Se obtiene otra vez la férmula de Taylor ordenada ahora se-
gun las potencias de s—#,1 la condicion para que la serie (4)
sea converjente es que 2’ Z sea menor que Z’ C, ademas, para
que las series (3) i (4) den el mismo valor de /() es necesario
que M Z i M Z' sean mas pequeiios que M (.

Consideremos ahora una funcion cualquiera 7 (2), i sea /(z,)
uno de sus valores correspondientes al valor z, de la variable.
Sea (fig. 8) 2, el punto representativn de la variable g, diremos
que £ (2,) es uno de los valores de la funcien en el punto z,; en
el mismo punto, las derivadas consccutivas de £ (z) que corres-
ponden al valor adoptado en 2, serdn perfectamente determi-
nadas. Se quiere calcular el valor correspondiente de la funcion
en otro punto 2. '

Sea ( el punto critico de la funcion, mas préxima de z,; no se
podrd jeneralmente aplicar directamente el desarrollo de Tay-
lor al cdlculo de £ (2) en funcion del valor conocido en z,, pues
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la distancia z, 2 podrd ser mayor que z, C, pero se podra con-
siderar ciertc niimero de puntos intermediarios entre 2,1 z 1
hacer el cdlculo pro-

oresivamente, dedu- _ Fig 8.

ciende el valor de la 1
funcion en un punto
cualquiera, del valor

que se refiere al pun-

to anterior,

La condicion de con-
verjencia de los desa- x g
rrollos sucesivos exiji-
rd solo que la distan- 7
cia de cada vértice al
signiente sea menor
que su distancia al punto critico C.

Esta unica condicion deja, como se ve, cierta arbitrariedad en
la eleccion de los puntos intermediarios; busquemos la condi-
cion a la cual deben satisfacer estos puntos para que el valor

de la funcion en 7z, deducido de su valor en g, quede indepen-
diente de la disposicion de los puntos intermediarios en el
plano.

Sean dos series de puntos intermediarios 2, 2, 2, 1 2,2, 54/,
formemos con estos puntos i z, 7, una serie de tridngulos con-
tiguos; el valor de la funcion en z,” podréd deducirse del valor
en z, sea directamente por el camino z, z,’ sea indirectamente
por el camino z, 7, 2,’ i el valor obtenido en z," quedard el
mismo St 8, 24, 2, 2,/ son menores que 5, C' 12, &,’ menor que
£, C. El mismo razonamiento aplicado a los puntos siguientes
muestra fdcilmente cuales son las condiciones para que los
cdlculos sucesivos hechos segun los caminos 2o 2, 2, 25 2 i
%, 2, 5, 2,” zden finalmente el mismo valor de la funcion en 2.
Se ve claramente que se puede reemplazar progresivamente
un camine por otro que se aproxime mas del punto critico que
el primero, i que se obtendrd siempre el mismo valor de la fun-
cion en z si ninguno de los caminos sucesivos encuentra el
punto critico .

En restimen, dos caminos cualesquiera dardn el mismo valor
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de la funcicn en z o serdn equivalentes si el intervalo compren-
dido entre los dos no contiene el punto critico €. En el caso
jeneral de una funcion que ticne un ndmero cualquiera de
puntos criticos la condicion de equivalencia de dos caminos
serd evidentemente que el intervalo comprendido entre cllos
no contenga ningun punto critico de la funcion.

Si los puntos intermediarios entre z, i & son infinitamente
préximos la condicion de converjencia de los desarrollos suce-
sivos es siempre satisfecha; un camino -cualquiera es entdnces
representado por una curva i la sucesion de las operaciones
que dan: el valor de la funcion en z equivale a una integra-
cion; sea en efecto la férmula

A =2 X—3)* )
F(X)=F (z)+ ‘—\5[——‘- F ()4 QI;L FH5) 4 ...

Se deduce de ella

F(X)=F(2)
/Y-*Z

“=F'(2) Fi\f:- F (2)+ .

(5)

Sea v la abcisa critica, real o imajinaria de la funcion 7 (z),
el segundo micmbro de (35) serd perfectamente determinado si
el moédulo de X' —s es menor que el de y—z, en este caso se
podri escribir

'a (1Y) ]’ (4)

1'—’7

=F (&) +r(M+N J=1)

7 es el médulo de X' —z i M, NV dos series trigonométricas rea-
les i converjentes. Si X tiende hécia cero, X — 2 tendrd tambien
hécia cero i se tendrd

F (X) F (M

lim ) 77 (2)

O bien si se hace X —s=45

Fa+da)—F (2)

i 2 \EE 2

F (s) ds

Esto prueba que se puede reemplazar el incremento infinita-
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£

mente pequefio de una funcion imajinaria por su diferencial, lo

mismo como sucede en caso de las funciones reales de variables
reales.

' Sea por consiguiente f(#) la derivada de una funcion F (2);

2,12, dos valores de la variable se tendra

Fla)=F(a)+]| | F@)de

o

La integral definida sera independiente del camino seguido
por la variable para ir de 2, en 2, si, en el intervalo compren-
dido entre dos caminos cualesquiera no existe ningun punto
critico de la funcion.

S5i la variable z describe una curva cerrada, es decir si parte
de 2, para volver en 2z, la integral definida serd nula si nin-
gun punto critico de la funcion se encuentra en el interior de
la curva considerada,

Tal es la base fundamental de la célebre teoria de Cawchy.

Las funciones se dividen en dos clases principales: 1.° las
que son continuas en toda la extension del planoc, 2.° las que
tienen puntos criticos a distancia finita del orfjen.

Las derivadas i las integrales de las funciones de cada clase
pertenecen a la clase correspondiente, puesto que tienen los
mismos puntos criticos.

Entre estas funciones unas tienen un solo valor determinado
para cada valor de la variable, son las funciones uniformes;
otras pueden tener varios o una infinidad de valores para un
mismo valor de la variable, son las funciones smuitiformes.

De las funciones de la primera clase

Las funciones de la primera clase son siewmpre uniformes. En
efecto si se toma el valor de la funcion en un puntoi sise

caleula en seguida otro valor de la funcion en este mismo pun-
TOMO XCIII 20
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to, despues de haber hecho describir a la variable una curva
cerrada cualquiera, el segundo valor de la funcion es siempre
igual al primero puesto que la integral definida relativa ala
curva considerada, es siempre nula.

En la primera clase figuran los polinomios aljebraicos ente-
ros i en jeneral, las funciones cuyo desarrollo por la férmula de
Taylor es siempre converjente; este desarrollo puede conside-
rarse enténces como identicamente igual a la funcion; esta es
pues un polinomio aljebraico de un nimero infinito de términos.

Funciones de la seguuda clase unifornes

Estas son las funciones racionales de funciones de la primera
clase. Sus derivadas son evidentemente bien definidas pero no
sus integrales. Sin embargo, cuando la integral de una funcion
uniforme tiene valores distintos para un mismo valor de la va-
riable, las diferencias entre estos valoves disiintos deben permane-
cer constantes para todos los valoves de la variable.

En efecto el incremento de la funcion integral correspon-
diente a un incremento cualquiera de la variable es indepen-
diente del valor inicial de esta funcien i depende solo de su
derivada; como esta ultima tiene por hipdtesis un solo valor
para cada valor de la variable ;se ve que las diferencias entre
los valores iniciales de la funcion integral deben quedar inde-
pendientes del valor de la variable.

De aquf se deduce que la suma de dos integrales definidos
de una funcion uniforme relativas a una misma curva recorrida
dos veces i en sentido contrario por la variable, es igual a cero,
con la restriccion, sin embargo, que la curva considerada. no
encuentra ningun punto critico en la parte recorrida por la va-
riable. ‘

Integrales de las funciones uniformes.

Consideremos una curva cerrada cualquiera que contiene en
el interior cierto ntimero 7 de puntos criticos i busquemos la
integral definida relativa a esta curva.

Dividimos la porcion del plano, limitada por la curva, en %
rejiones, que contengan cada una un solo punto critico; la inte-
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gral definida serd la suma de las # integrales definidas relativas

alas » curvas cerradas que envuelven respectivamente las #
- puntos criticos; en efecto Jas curvas auxiliares que forman estas

rejiones son recorridas cada una, dos veces i en sentido contra-

rio por la variable i la suma de las integrales definidas corres-

pondientes es igual a cero.

Esto supone naturalmente que la curva dada i las # curvas

cerradas auxiliares son recorridas

todas en un mismo sentido por la Fig.9.

variable.

Consideremos (fig. 9) una de , /\

\
las curvas auxiliares, sea C el pun- \

Joe - . . TNy !
to critico Unico situado en el inte- z A /
‘%

P

¢ s
rior i X la integral definida corres- ' ~
pondiente a la curva considerada. \\_'/

Si la variable parte de un punto
g, 1 describe una vez la curva, la
funcion integral se habrd aumenta-
do de K de tal manera que X representa la diferencia de dos
valores de la funcion integral en el mismo puntc 2, Se sabe
que esta diferencia es constante e independiente de 2, luego
para obtener X se podrd substituir a la curva cerrada conside-
rada, cualquiera otra curva cerrada que envuelva el punto C.
Se elije jeneralmente una circunferencia de centro C i de radio
arbitrario #, la integral definida relativa a esta circunferencia
es enténces igual a X |1 debe ser naturalmente independiente
de 7, si la circunferencia no contiene en el interior otro punto
critico que C.

Funcion logaritinica

Esta funcion puede definirse como la integral de %, es decir
la integral de una funcion uniforme. Su punto critico es el ori-
jen i la integral relativa a una circunferencia de radio cual-
quiera 7 descrita al rededor de este punto es
T i . 27

ve ¢ g . .

K= —_———= Zd¢= 2912
2¢

(@] re (o]

2
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Asi, cada vez que la variable describe una curva que en-
vuelve el orfjen, la funcion Lz se aumenta de 27#7; la espresion
jeneral de la funcion logaritmica es por consiguiente

Lz+2nwt i

En otros términos, la funcion logaritmica tiene en cada punto
una infinidad de valores cuya diferencia constante es 274,
Segun esto, la funcion inversa ¢ no debe cambiar cuando z
“aumenta de 277 Este resultado se averigua ficilmente, en
efecto

z+2mi & 27t = . 2
¢ =¢" 7" =¢"(cos 2w+ sen 27)=¢

Funcion arco tanjente
Se tiene
: dz
arc ig 2= | ——=
1+2°

Esta funcion tiene dos puntos criticos z==7 Consideremos
una circunferencia de centro 47 i de radio menor que 2 la in-

tegral definida al rededor de esta circunferencia serd

%
)
@

»

27 it G2,
o 2¢re ¢+r2.eg ¢ 0 2i+re ¢

El valor de K debe serindependiente de 7, si » es menor que 2;
podemos, por consiguiente, hacer » igual a cero, enténces

H
K= — =T

 Si se buscara el valor de la integral definida X7, correspon-
diente a la circunferencia de centro —7 se obtendria de la
misma manera

K= ~—rn
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Asf la funcion arc #g z tiene en cada punto una infinidad de
valores cuya diferencia constante es #; la funcion inversa #g 3
tiene pues un perfodo igual a 7.

Integral de una fraccion racional

Una fraccion racional puede descomponerse en una suma de

fracciones simples; sea
A

(e=7)"
una de ellas; #» es un ntimero entero i positivo, 4 i v dos cons-
tantes, reales o imajinarias.

La fraccion racional tiene un nimero de puntos criticos igual
al ntimerc de raices distintas de su denominador; consideremos
una curva cerrada que encierre un nimero cualquiera de estos
puntos, la integral definida relativa a esta curva serd la suma
de las integrales relativas a las circunferencias descritas al re-
dedor de los puntos criticos. Sea por ejemplo la circunferencia

Si se reemplaza la fraccion racional por la suma de las frac-
ciones simples correspondientes, las tnicas fracciones simples
que dardn una integral definida diferente de cero serén las que

" tienen #—+v en denominador.

Por otra parte la integral

T Areigﬁ .

“unig 7%

e
es idénticamente nula si # es mayor que nno e igual a 2744 si
7n=1; luego la integral definida relativa a la circunferencia de
centro v es igual a 2774, v

Cuando la raiz y es real, 4 es real i la integral definida co=

rrespondiente imajinaria; cuando la rafz v es imajinaria A tiene
la forma A + Vi, luego ‘

2rid =27 (M - )




252 MEMORIAS CIENTIFICAS I LITERARIAS

En resimen la funcion integral de una fraccion racional tiene
en cada punto una infinidad de valores i la diferencia constante
entre ellos es de la forma 2 (Z3/ — V).

DE LAS FUNCIONES MULTIFORMES

Estas funciones pueden tomar varios o una infinidad de va-
lores diferentes para un mismo valor de la variable; sin em-
bargo cuando se adopta, en un punto, uno de estos valores, se
puede calcular el valor correspondiente en otro punto por
medio de una integral definida a la condicion de definir cual es
el camino que recorre la variable para ir de uno a otro punto.

Consideremos, por ejeniplo, la funcion ZLz; ya hemos visto
que esta funcion tiene, en cada punto, una infinidad de valores;
entre estos valores se puede elejir uno determinado en un pun-
to dado; asi, cuando « es real i positivo, uno de los valores de
la funcion es real, sea L a este valor, para otro valor de z, se
tendra

Cuando el camino recorrido por la variable, para ir de a a &,
es determinado, la integral definida tiene un solo valor, haga-
mos describir a la variable un arco de circunferencia de radio
@ i cuyo centro es el orfjen; sea ¢ el dngulo al centro, corres-
pondiente a este arco, tendremos :

ip

Z=ae

¢
Lez=L a+j we=La+ip
o

Elvalor de L z es as{ bien determinado; si ¢ == por ejemplo
s¢ tiene

L{=a)=L a+in

Cuando la variable vuelve al mismo punto despues de haber
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recorrido la circunferencia entera se vuelve a encontrar la di-
ferencia 2 7 7 entre los dos valores de la funcion.

.Consideremos ahora la funcion 2™, Cuando z tiene un valor
a, real 1 positivo, unc de los valores de la funcion es real, sea a™
este valor; para un valor cualquiera de 2 se tendrd

Z

=a® + mg ™ dz
a
Hagamos describir a la variable el mismo arco de circunfe-
rencia definido mas arriba, tendremos

ei(‘b

o mn ¢ . 77 i 72 L
z =a + mia e dp=a ¢
0
E!l valor de 2™ es asi bien determinado; si la variable des-
cribe circunferencias enteras 1 vuelve por consiguiente al punto
de partida se tiene '

M W 2RPIP
z =a e

Se ve que la funcion g™ tiene: 1.2 un solo valor cuando 2 es
entero, positivo o negativo; 2.2 un namero finito de valores
cuando w2 es fraccionario; 3.2 un nimero infinito de valores
cuando #z es inconmensurable.

Cuando m es fraccionario o inconmensurable, la derivada de
2™ es una funcion multiforme 1 se ve que los valores distintos
que puede entdnces tomar la funcion, para un mismo valor de
la variable, no tienen diferencias constantes como en caso de Lz.

FORMULA IMPORTANTE

Sea f (2) una funcion cualquiera de 3, i

F(s) = f(f(z)dz

Z ,y>n~—x
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# es un numero entero i y una cantidad real o imajinaria; su-
pondremos que los puntos criticos de f(z) son diferentes de v
i que R es la distancia de v al punto critico de f (z) mas préxi-
mo de y. La funcion / (2) puede desarrollarse en série ordenada
segun las potencias de z—+ a condicion que el médulo de z—y
sea menor que K, entdénces

( () dz

h(Z) 12 Zj (z—y)n+1_p

Hagamos describir a la variable 2z una circunferencia de
centro vy i de ~adio arbitrario » menor que &; la integral defi-
nida serd

) Ao
rzzem(p o '—'Pe(”—?)ﬁﬁ

e}

En el segundo miembro las integrales definidas son idénti-
camente iguales a cero si #—p es diferente de cero, i cuando

n—p=0, se tiene
e .
dp=211
(e]

)

e ni
)

Luego

©)

£

Supongamos, en primer lugar, que la funcion f no tenga
ningun punto critico a distancia finita del orfjen, la férmnula (6)
serd exacta cualesquiera que sean y i #; si # tiende hdcia el inf-
nito la integral definida que figura en el primer miembro deberd
tender hicia el infinito, pues si estuviera finita su producto por

I . . . . .
~— seria nulo. En este dltimo caso las derivadas de f(z) serian
7 .
nulas i la funcion considerada seria constante. Asi la funcion

Vi (‘y+mz ¢> debe tender hdcia el infinito para cierto valor de ¢,
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cuando # tiende hécia el infinito. En restimen, una funcion f(2)
que no tiene puntos criticos a distancia finita del orfjen tiene
forzosamente un punto critico en el infinito, es decir se hace in-
finita para cierto valor de la variable de médulo infinito.

Reciprocamente, una funcion gne no es infinita para ningun
valor de Ja variable de médulo infinito tiene, por lo ménos, un
punto critico a distancia finita del orijen. En efecto sino tuvie-
ra tal punto, la-funcion se haria infinita para cierto valor de la
variable de médulo infinito.

Segun esto, una ecuacion

f(#)=0

ciyo primer miembro es un polinomio aljebraico ent. o fz'ene por

lo ménos, una raiz de modnle finito; en efecto la funcion 7 ( )

igual a cero cuando s tiene un valor cua]quxera de mdédulo in-
finito, luego esta funcion tiene un punto critico a distancia
finita del orijen; 1 una de sus derivadas se hace infinita para
ciertokvalor'ﬁnito, real o imajinario de z; como las derivadas de

se hacen infinitas al mismo tiempo que - se ve que ha-

v (ﬁ) / ( )
bra cierto valor de 2, de médulo finito, para el cual f(z) serd
ignal a cero. Lo que demuestra la proposicion.

Aplicacion del método de Cauchy a la determinacion de algunas
integrales definidas
I.—Sea la integral

+ oo
cos ax

*‘*“‘*‘d.’f
5.) 'o
(oo}

8

Consideremos la funcion mas jeneral

R 7
Fg)=1——dz
ON) -
471
ésta tiene dos puntos criticos z= =4 7; la funcion 3 oS bien

TOMO XCIII 21
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definida, luego la integral definida relativa a una curva cerrada
cualquiera que envuelva uno de los puntos criticos es igual a la
integral definida rela-
tiva a una circunferen-

Fig 10 cia descrita al rede-
P dor de este punto. Cal-
e \‘ culemos esta Gltima,
/ ! N\ haremos
T \\ R
(le)2 \ ig
B N \ Z2=bitye
0 E— %
| sea K el valor buscado,
' tendremos
2w .. z
f Teaz {bi+tre ¢>
Ve =j T fde
o 2bi+7e
» Este valor de X debe ser independiente de #, luego podemes
hacer =01 se tiene
_aé 27 é
£ T —a
= do= T
K== =7

Sea ahora la curva de integracion formada (fig. 10) por una
parte del eje O X, entre-las abcisas — R 1 + R, 1 una média
circunferencia de centro O, tendremos

+R ga:cz' T aiR ez¢ .
K= : a’x+} L RPidg
o 52 +R2 82 ¢

Por otra parte

gaz'kezqs_eaz'l? cos ¢p—alk sen ¢

e—-a]\j sen ¢ [cos (aR cos ¢)+7 sen (aR sen ¢)]
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Si @ es positivo, el esponente de ¢ es negativo, pues sen ¢ es

siempre positivo; cuando & tiende hicia el infinito, eaR sen ¢
tiende hdcia cero i el término que multiplica esta esponencial
queda finito; se ve entdnces que la integral definida relativa a
la média circunferencia es nula cuando & es infinito; se tiene
por consiguiente

T e teo cos ax e sen ax

= Y dz= andutegy; /7N, i/

X 5% 4z 5% +x* vt IR
—_—C 0 <«

Finalmente, si se reemplaza X por su valor

-+
cos ax w
L Gy g
b2 + 22 b
-0
+ w0
s€n ax
0% 4+ x?
— 0

Esta Ultima integral era evidentemente nula.
Si a fuera negativa, se consideraria una curva de integracion

simétrica de la primera respecto a O X, sea entdnces a= —a’
se obtendria

{4+ ,
CoSar 4 T -ab
b2 4+ x* &

— 0

Si a es igual a cero, se obtiene

© o,
T &«
4z b
. —c0
i1.—Sea la integrai
+ o0
sen ax
—— dr
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Para calcularla, se considera la funcion mas jeneral
reazi
F(z):}—; dz

Esta tiene por punto critico el orijen. Sea (fig. 11) una curva

: de integracion,
o compuesta dedos
Fig 21 média circunfe-
g . rencias, de cen-
tro O i de radios
71 R idelasdos
porciones AC i

b DB del didmetro

/ AN e
/ \ comun dirijido
/ \ segun OX; la in-
;1 — T tegral deﬂ'nida
correspondiente

a esta curva serd
nula.

Si a es positivo, se averigua, como en el caso anterior, que la
integral tomada segun la média circunferencia de radio R
tiende hdcia cero cuando & tiende hécia el infinito, tendremos, .
por consiguiente

-7  axi . +co @i
aive

™ F _
——dr — e idg+ L; dr=0

— 0 O +7

Laintegral relativa a la media circunferencia. de radio » debe
ser independiente de » luego su valor es —z7 1 se tiene

-7 eaxz' 4 Eaxz' o
dx+ ~——— dr=1i7
z x

— 0 47
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O bien
o SR
cos ax cos ax
T dr+ z dx=0
J =0 J t+7
(> —7 * 4+ <0
sen ax sen ax
T drt T dr=xw
o T2 o) +7

Este ultimo resultado es exacto cualquiera que sea #, por
otra parte la integral

sen ax

——dx

—

tiende hdcia cero cuando # tiende hdcia cero, luego

[+
sen ax
———dr=7

x

—0

ALBERTO OBRECHT

( Continnard.)

TOMO XCIII . 2z
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