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MECANICA RACIONAL

g

SEGUNDA PARTE

DE ILOS SISTEMAS MATERIAILES

( Continuacion)

CAPITULO IV

MOVIMIENTO DE LOS SISTEMAS MATERIALES SOMETIDOS
A LIGAZONES

Se llama Zigazones ciertas condiciones analiticas impuestas de
antemano a las coordenadas de los puntos de un sistema ma-
terial. Asi, por ejemplo, cuando los puntos de un sistema o al-
gunos de ellos deben quedar a distancia invariable de un punto
fijo o moverse, sin rozamiento, sobre curvas o superficies dadas
o conservar distancias reciprocas constantes, se dice que el sis-
tema estd sometido a ligazones.

El efecto de las ligazones sobre cada punto del sistema, es

equivalente a la accion de cierta fuerza; esta se llama fuersa de
TOMO XCVII 6
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ligazon; su intensidad no se conoce de antemano i ella depende,
a cada momento, del movimiento mismo del sistema i de la in-
tensidad de las fuerzas esteriores e interiores. Sin embargo, en
los ejemplos elejidos mas arriba, las fuerzas de ligazon tienen
la propiedad comun de no trabajar durante el movimiento del
sistema: en efecto, 1.° cuando un punto material estd sometido
a la condicion de describir, sin rozamiento, una curva o una su-
perficie dada, la fuerza de ligazon es constantemente normal al
cambio de lugar del punto i su trabajo es nulo; 2.2 cuando los
puntos del sistema o algunos de ellos deben conservar distan-
cias reciprocas constantes, las fuerzas de ligazon son andlogas
a las acciones interiores i éstas no trabajan tampoco cuando la
distancia de los puntos queda invariable.

Supondremos siempre que las ligazones son equivalentes a la
accion de fuerzas que no trabajan cuando los puntos del siste-
ma material considerado tienen cambios de lugar compatibles
con las ligazones.

El movimiento de un sistema material, cuyos puntos o algu-
nos de ellos estan sometidos a esta clase de ligazones, puede
determinarse completamente cuando se conocen las fuerzas
esteriores e interiores. La solucion de este problema es debida
a Lagrange.

Sean: 7 la masa de uno de los puntos A del sistema; 7 la
resultante de las fuerzas esteriores, #; la resultante de las fuer-
zas interiores i /#, la resultante de las fuerzas de ligazon que
obran sobre este punto. Consideremos un sistema fijo de tres
ejes rectangulares i sean, respecto de este sistema, x, 7, 2 las
coordenadas de Af; X, ¥, Z las proyecciones de #,;X; Vi Z;
lasde A 1 X, V. Z, las de F, ; se tiene, para el punto con-
siderado
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Sea z el ndmero de los puntos del sistema; el movimiento de
cada uro de ellos serd “definido por tres ecuaciones andlogas a
(1); luego, para el conjunto de los # puntos, tendremos 3 ecua-
ciones. En ellas figuran 6# incdgnitas: las 31z coordenadas i las
37 proyccciones de las fuerzas de ligazon incdgnitas.

Las 37 ecuaciones consideradas pueden reunirse en una sola;
sean, en efecto, §x, dy, 6= las proyecciones de un cambio de lu-
gar elemental, virtual i arbitario del punto 47; las tres ecuacio-

es (1) son equivalentes a la siguiente

(2) &.(mii - X A’i—Xe>+d/<ﬂz%T—Y YV, -Y., >

o 'z \
0Z (m hz’z‘" —Z— Z — Ze ):O

Es bien evidente que la suma de estos tres términos, multi-
plicados cada uno por: un coeficiente arbitrario, no puede ser
nula sino cuando las ecuaciones (1) son satisfechas.

Cada uno de los puntos del sistema dard una ecuacion and-
loga a (2) i la suma de las # ecuaciones (2) podrd escribirse de
la manera siguiente:

ds?

(3) z[&@; Tr_y_x, -X. )+8_1\ 'J’ V-V = Y.

d2z ) )
+83<1ﬂ—(ﬁ—2—2-—2; - Z. ”:

Asi la ecuacion (3) es equivalente a las 3% ecuaciones consi-
deradas mas arriba; la solucion del problema, sin embargo, no
se ha adelantado todavia, puesto que la ecuacion (3) contiene
todavia las mismas 67 incdgnitas.

Supongamos ahora que las 37z proyecciones de los cambios
de lugar virtuales, en vez de ser arbitrarios, sean compatibles
con las ligazones; la ecuacion (3) se simplifica; en efecto, la
suma

E (lYe 5.'f+ Ye 6]/+Ze 63)
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representa la suma de los trabajos de las fuerzas de ligazon rela-
tivas a los cambios de lugar virtuales de los puntos i esta suma
es, por hipdtesis, igual a cero. La ecuacion (3) se reduce entén-
ces a la siguiente

4) = [&1’( 792 a;;f——ﬁ’—X; >+ 4 ( e @y

+Sz< 2222 /J—

Las fuerzas de ligazon han desaparecido. 1.a ecuacion (4) no
es ahora equivalente a 3 % ecuaciones distintas, puesto que las
3 n proyecciones de 105 cambios de lugar virtuales, en vez de
ser arbitrarios, son compatibles con las ligazones.

Sea K el nimerode las ecuaciones de ligazon; los cambios de
lugar virtuales, satisfacen a estas K ecuaciones; como, por hipé-
tesis, estos cambios de lugar son infinitamente pequefics, las X
ecuaciones de ligazon permitirdn espresar /rnealmente las 3 »
proyecciones de los cambios de lugar, compatibles con las liga-
zones, en funcion de 32— K cantidades enteramente indepen-
dientes unas de otras; al sustituir estos valores en (4), el pri-
mer miembro se trasforma en la suma de 3#— K términos,
multiplicados cada uno por una de las 32— X cantidades arbi-
trarias. La nueva ecuacion serd por consiguiente equivalente a
37—~ K ccuaciones entre las 3% coordenadas de los puntos. Es-
tas 37— K ecuaciones 1 las X ecuaciones de ligazon, forman as{
un sistema de 37 ecnaciones entre las 3z coordenadas incégni-
tas i el tiempo.

—yy>

El problema estd, por consiguiente, resuelto tedricamente.
Notaremos que la ecuacion (4) se aplica tambien a los sistemas
de puntos no -sometidos a ligazones; en este tltimo caso, los
32 cambios de lugar virtuales son arbitrarios i la ecuacion {4)
equivale a 37 ecuaciones distintas. En restimen, la ecuacion (4)
puede ser considerada como la ecuacion jeneral de la dindmica
de los sistemas materiales.

Se puede dar, a la ecuacion de Lagrange, una forma que sea
independiente del sistema de coordenadas adoptado. Para esto,
definiremos una nueva cantidad jeométrica.
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TRABAJC VIRTUAL DE UN VECTOR

Se llama #rabajo virtual de un vector el producto del vector
por un cambio de lugar elemental i por el coseno del dngulo
que hace ¢l vector con el cambio de lugar. El trabajo virtual
de un vector es, como se ve, una cantidad jeométrica; las pro-
piedades que se van a establecer en seguida no exijen que el
cambio de lugar considerado sea infinitamente pequefio; solo
exijen que este cambio de lugar sea recto. Si se ha considerado
un cambio dc lugar elemental en la definicion del trabajo vir-
tual es para que haya analojia completa entre el trabajo ele-
mental de una fuerza i el trabajo virtual del vector correspon-
diente a esta fuerza, respecto del cambio de lugar elemental del
punto de aplicacion de la fuerza.

Las propiedades mas importantes del trabajo virtual de un
vector se deducen casi directamente de su definicion; por lo
demas, su demostracion es idénticamente la misma que la rela-
tiva al trabajo elemental de una fuerza; estas propiedades son
las siguientes:

1.0 El trabajo virtual de un vector es-nulo cuando el cambio
de lugar es perpendicular a la direccion del vector.

2.0 Para un mismo cambio de lugar, el trabajo virtual de la
resultante jeométrica de algunos vectores es igual a la suma de
los trabajos virtuales de los vectores componentes.

3.2 Siun cambio de lugar es la resultante jeométrica de otros,
el trabajo virtual de un vector, respecto del cambio de lugar
resultante, es igual a la suma de los trabajos virtuales del
mismo vector, respecto de los cambios de lugar componentes.
Esta propiedad es una consecuencia inmediata de la propiedad
anterior, puesto que ¢! trabajo virtual de un vector no cambia
cuando se sustituye el cambio de lugar al vector i el vector-al
cambio de higar.

4.2 Si éx, §y, dz son las proyecciones de un cambio de lugar
8s sobre tres ejes rectangulares; X, V, Z las tres proyecciones
de un vector 7, i § @ # el trabajo virtual del vector 7, respecto

del cambio de lugar ds, se tiene

8 GF=X v+ Vy+2Z 8z
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5.2 Sise multiplica el cambio de lugar o el vector por cierto
coeficiente, el trabajo virtual correspondiente se multiplica por
el mismo coeficiente.

APLICACION A LA ECUACION DE LAGRANGE

Sea v la aceleracion de uno de los puntos del sistema ma-
terial considerado; podremos escribir

2

ax § v+ 7 2y 5y + 7
x4 N
drz ° drz v

Xox+ Voy+26:=6 GF

z
~8z=¢ Gwm
ae? k4

mw

Xi$x+ Yidp+2Z,05=06 @ F;

La ecuacion (4) se trasforma pues en la siguiente
Z@my—8 GF—-38 BF)=o0

Esta ultima ecuacion es, como se ve, independiente de la si-
tuacion de los ejes de coordenadas, Se puede escribir tambien

3) 6 Gmy=38 GF+38 GF

Luego, para determinar el movimiento de un sistema material,
sometido o no a ligazones, basta escribir que, a cada instante
la suma de los trabajos vivtuales de los vectores nty es igual a la
suma de los trabajos virtuales de las fuerzas esteriores e interiores,
para todos los cambios de lugar virtuales de los punios del sisiema,
compatibles con las ligazones.

CASO DEL EQUILIBRIO

Un sistema material sometido a fuerzas, estd en equilibrio
cuando todos sus puntos estan en reposo respecto de un siste-
ma de comparacion, fijo en el espacio o animado de una tras-
lacion recta i uniforme; en este Gltimo caso, las ligazones i las
fuerzas son referidas tambien al sistema de comparacion mévil.,
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Si el sistema material estd en equilibrio, las aceleraciones
de todos sus puntos son nulas i la ecuacion jeneral(s) se reduce a

(6) . S8 FF+I6FF =0

Tal es, por consiguiente, la condicion necesaria del equilibrio;
ésta espresa que la suma de los frabajos virtuales de las fuerzas
esterioves ¢ interiores es nula para todos los cawmbios de lugar de
los punios del sistema, compatibles con las ligazones.

Para que la condicion (6) sea swuficientz es necesario que, a
cierto momento inicial, el sistema material esté en equilibrio,
Supongamos, en efecto, que a cada momento Ja condicion (6)
sea satisfecha; si el sistema material se mueve, la misma con-
dicion (6) se aplicard a los cambios de lugar que tienen efectiva-
mente los puntns del sistema, durante cada intervalo de tiem-
po d¢, puesto quc estos cambios de lugar son compatibles con
las ligazones; tendremos, por consiguiente, a cada momento

kS
LdFF+3deFF, =0
Por otra parte, se tiene tambien, a cada momento

dZ

l\)!"‘

mvt=2d GF+2dFdF;

Luego, si la condicion (6).es satisfecha, se tendrd

O bien

Si, a cierto momento inicial, el sistema material estd en equi-
librio, la constante es nula; luego las velocidades de todos los
puntos quedan nulas i el sistema material queda indefinidamente
en equilibrio. -

En los demas casos, la condicion (6) indica solo que la ener-
jla cinética total del sistema queda constante,
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g0 Si se multiplica el cambio de lugar o el vector por cierto
coeficiente, el trabajo virtual correspondiente se multiplica por
el mismo coeficiente.

APLICACION A LA ECUACION DE LAGRANGE

Sea v la aceleracion de uno de los puntos del sistema ma-
terial considerado; podremos escribir

o

a2 2
ijx Sx+m 7
oar-

2t
XS+ Voy+282=8 GF

=0 @y

d%z
¢

Sy+ wz- 7

X:éx+7V; dy+2Zide=0 @K

La ecuacion (4) se trasforma pues cn la siguiente
Z@m~y—8 @F—8 ®F)=0

Esta tltima ecuacion es, como se ve, independiente de la si-
tuacion de los ejes de coordenadas, Se puede escribir tambien

(5) 28 Gmy=2¢8 GF+Z8 GF

Luego, para determinar el movimiento de un sistema material,
sometido o no a ligazones, basta escribir que, @ cada Znstante
" la suma de los trabajos virtuales de los vectores vy es igual a la
suma de los trabajos virinales de las jfuerzas esteriores e interiores,
para todos los cambios de lugar virtuales de los punios del sistema,
conpatibles con las ligazones.

CASO DEL EQUILIBRIO

Un sistema material sometido a fuerzas, estd en equilibrio
cuando todos sus puntos estan en reposo respecto de un siste-
ma de comparacion, fijo en el espacio o animado de una tras-
lacion recta i uniforme; en este (ltimo caso, las ligazones i las
fuerzas son referidas tambien al sistema de comparacion mévil.
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Si el sistema material estd en equilibrio, las aceleraciones
de todos sus puntos son nulas i la ecuacion jeneral (5) se reduce a

(6) _ I8 FF+Z8FF =0

Tal es, por consiguiente, la condicion zecesaria del equilibrio;
ésta espresa que fa suma de los trabajos virtuales de las fuerzas
esterioves e interiores ¢s nula para todos los cambios de lugar de
los puntos del sistema, compatibles con las ligazones.

Para que la condicion {6) sea suficiente es necesario que, a
cierto momento inicial, ¢l sistema material esté en equilibrio,
Supongamos, en efecto, que a cada momento la condicion (6)
sea satisfecha; si el sistema material se mueve, la misma con-
dicion (6) se aplicard a los cambios de lugar que tienen efectiva-
mente los puntos del sistema, durante cada intervalo de tiem-
po dt, puesto quc estos cambios de lugar son compatibles con
las ligazones; tendremos, por consiguiente, a cada momento

S 7 FF+E doF F =0
Por otra parte, se¢ tiene tambien, a cada momento
dS —my=3d GF+IdSdE
Luego, si la condicion (6) .es satisfecha, se tendsd

LI
ax ~7«mz/2 =0

O bien

o 1
z ﬁ—mz!? = Const.

4

Si, a cierto momento inicial, el sistema material estd en equi-
librio, la constante es nula; luego las velocidades de todos los
puntos quedan nulas i el sistema material queda indefinidamente
en equilibrio. -

En los demas casos, la condicion (6) indica solo que la ener-
jla cinética total del sistema queda constante.
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SIGNIFICACION ANALITICA DE LA CONDICION (6)

Supongamos que las fuerzas esteriores ¢ interiores tengan un
potencial; se podrd escribir, para uno de los puntos del sistema

_ dab - d¢s

T dx Xi T dr
o _—
= Y=g

_ {I'(;S : dqﬁ,
Z= dz Zi = dz

§CH; = a;??; S + - ‘P‘foy é(éi—ézzé‘(/);

I, parte todos los puntos

26 GF+Z8 G =20p+Z8¢p =3 (2 + 29 )

Pongamos
U=2 ¢+ b ol

La funcion U es el potencial de las fuerzas esteriores e inte-
riores; es una funcion de las coordenadas de todos los puntos i
ella puede tambien contener implicitamente el tiempo; la con-
dicion (6) puede escribirse enténces

(7) §U=o

La caracteristica § tiene la misma significacion que el signo
de la diferenciacion, sin embargo, se debe observar que la dife-
renciacion con la caracteristica § es solo relativa a las coorde-
nadas i no al tiempo.
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—

La ecuacion (7) significa que si, a un mismo momento Z los
puntos del sistema material tienen cambios de lugar infinita-
mente pequefios, la funcion potencial U tiene una variacion
nula o, mas exactamente, una variacion infinitamente pequefia
de segundo 6rden respecto de los cambios de lugar, considera-
dos como infinitamente pequefios de primer érden. En resimen
la funcion potencial U esmdxima o minima en el caso del equi-
librio.

ESTABILIDAD DEIL EQUILIBRIO

Supongamos un sistema material en equilibrio, bajo la accion
de fuerzas esteriores e interiores; estas fuerzas satisfacen a la
condicion (6); i, si estas fuerzas tienen un potencial, la funcion
potencial U/ es maxima o minima.

Sea AU el incremento de la funcion ¢ cuando el sistema
material pasa de la posicion del equilibrio a otra posicion infi-
nitamerite préxima; podremos escribir siempre

AU=8U+—=—06%U+......

to|»—<

El primer término es nulo segun (6); el término siguiente es
infinitamente pequefio de segundo 6rden; su signo puede ser: o
bien siempre negativo, o bien siempre positivo, o bien negativo
para ciertos sistemas de cambios de lugar i positivo para otros.
Distinguiremos el caso en que el signo de §* U es siempre ne-
gativo, cualesquiera que sean las direcciones de los cambios de
lugar compatibles con las ligazones; la funcion { es entdnces
un mdazximo.

En este caso, el incremento AU serd negativo si AU es infi-
nitamente pequeflo i quedara negativo si su valor queda mencer
que cierto Iimite ¢, perfectamente determinado por la natu-
raleza de la funcion UL

[mprimamos al sistema material en equilibrio cierta impul-
sion; el sistema se pondra en movimiento i los cambios de lugar
de sus puntos serdn compatibles con las ligazones, Sea 2 mvq?
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la fuerza viva inicial del sistema i X mv?® su fuerza viva a un
momento cualquiera 7, se tendra

(8)

Zmvet + AU

Si el potencial es mdxima, en la situacion del equilibrio, AU
principia por ser negativo i queda negativo hasta que su valor
absoluto llegue a ser igual al limite ¢, considerado mas arriba.

En la ecuacion (8) el primer miembre es esencialmente posi-
tivo, luego al principiar el movimiento, el valor absoluto de AU
queda forzosamente menor que %E muvo®. Por otra parte, se

puede siempre elejir la impulsion inicial de tal manera que

1 . . ;

F Z muo® sea menor que el limite ¢, luege A ¢/ no podrd nunca

cambiar de signo i su valor absoluto oscilara forzosamente entre
1 .

cero 1;2 110>,

En restimen, si la funcion potencial es mdxima en el caso del
cquilibrio 1 si la impulsion inicial es sulicientemente pequefia, el
incremento AU de esta funcion queda siempre comprendido

R G o FiLe .
entre ceroi ?}, mw,*; ademas, esta ultima cantidad puede ele-

jirse tan pequefia como se quiere. Luego los cambios de lugar
de los puntos del sistema quedan indefinidamente del mismo
érden de pequefiez, al rededor de la posicion del equilibrio. Es
lo que caracteriza la estabilidad del equilibrio.

Si el potencial U7 no es mdximo en la situacion del equilibrios
el incremento AU/ de la funcion puede ser positivo para ciertos
sistemas de cambios de lugar o para todos; enténces, en el mo-
mento inicial, la fuerza viva del sistema puede aumentar sin
que se pucda fijar limites a este aumento; el equilibrio es en-
ténces nsiable.

Ast la condicion de estabilidad del equilibrio de un cuerpo es
que la suma de los trabajos viriunles de las fuerzas esterioves ¢
dnterioves quede siempre NEGATIVA, cualesquiera que sean los
cambios de lugar virtuales, compatibles con las ligasones del
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cuerpo. Esta suma es infinitamente pequefia’ de segundo érden
cuando los cambios de lugar se consideran como infinitamente
pequefios de primer Srden.

PRINCIPIO DE D’ALEMBERT

Se llama fuersa de inercia de un punto material de masa
cuya aceleracion es vy, un vector de lonjitud my, de misma
direccion que vy i de sentido opuesto, :

La ecuacion jeneral (5) de Lagrange puede escribirse tam-
bien de la manera siguiente

(9) Z8GCGHF+ES BF + 26 B(—my)=0

Supongamos que, a cierto momento ¢, se aplica a cada punto
de un sistema material mévil un vector igual a su fuerza de
inercia. La ecuacion () es la condicion necesaria para que el sis-
tema material, sometido™a las fuerzas esteriores, interiores i de
inercia, esté en equilibrio. :

Esto no quiere decir que un sistema material en movimiento,
queda en reposo, ni siquiera durante un elemento de tiempo 4%,
cuando, a cada uno de sus puntos, se aplica una fuerza igual
a su fuerza de inercia; lo que sucede, en realidad, es que la ener-
jia cinética del sistema material, despues de la agregacion de
las fuerzas de inercia, queda constante durante un elemento de
tiempo infinitamente pequedio 44

Se debe observar que las fuerzas interiores incdgnitas deben
probablemente obrar de diferente manera cuando se agrega a
cada punto su fuerza de inercia; luego el principio de d’Alem-
bert no puede aplicarse lejitimamente sino en el caso en que la
agregacion hipotética de las fuerzas de inercia no cambia el
modo de obrar de las accicnes interiores. Es precisamente el
caso del sdlido invariable en el cual por definicion las fuerzas in-
teriores no trabajan nunca.

PRINCIPIC DE HAMILTON

Este principio se deduce de la ecuacion jeneral (5). Suponga-
mos que los cambios de lugar virtuales, que figuran en esta
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ecuacion, sean funciones del tiempo, de tal manera que la tra-
yectoria de cada punto se trasforme virtualmente en otra infi-
nitamente prdxima; se comprende entdénces que, a un momento
cualquiera ¢ la velocidad 7 de un punto se trasformara virtual-
mente en otra v+ 6v, i ésta hard un dngulo infinitamente pe-
quefio con v. Tratemos de trasformar, en este caso, el primer
miembro de la ecuacion (5).
Sea (fig. 8) 4 B (la trayectoria de uno de los puntos del sis-
terna; M i #° las posiciones de este punto, en los momentos
tit+dt; MN=AiMN
=A" los cambios de lugar

Fig. §. . .
7 virtuales, funciones del
A tiempn; a medida que M
T ; . -

T I describe la trayectoria 4 B,
o ;- ., AVdescribe virtualmente Ia

P r ! — 7 . . .
A L trayectoria €D ise tiene

Py £
q - f‘ en la figura
£

MM =it
NN'=(v+8v) dt

Como la cantidad de movimiento » (v+ 4v) del punto 4, en
el momento #+ 4%, es la resultante jeométrica de mwv i my 47, se
tiene, al proyectar estos vectores sobre A//V:

m (v+dv)cos (A, v+ dv)=mv cos (A, v)+m y dt cos (v, v)
Multipliquemos los dos miembros por A i tendremos
(10) m(v+dv)Acos(A v+dv)=38 Gmu+di § @ my

Proyectemos ahora el poligono cerrado M NV N M sobre la
direccion M 77 de la cantidad de movimiento w2 (v+ dv); si se
desprecian infinitamente pequefios de érden superior a los que
se conservan,se tiene

Acos (A, v+dv)+(v+6v) di~ A’ cos (A, v+dv)~vdi=0

O bien
Acos (A, v4dv)=A cos (A, v+dv)—dvde
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Multipliquemos los dos miembros por m(v+av); notaremos
que la espresion

m (v+dv) N cos (A, v+ dv)
es el trabajo virtual del vector w2 (v+ dv) respecto del cambio de
lugar A', este trabajo virtual es una funcion del tiempo, luego

su valor se puede escribir de la manera siguiente

d(8 & mv)

o+t -
s Gmvt 77
Se tiene finalmente
11) m(v+dv)Acos (N v+doy=8 G myv
) J

a(5 T mv) g P
g t—mvdvdt

Tuego, si se comparan (10) i (11}

d (3 & m)

a6 & R —— - 7
S By 7 dt—mv §vdt
O bien
25 G mv \
§ @my= —;.&)—8 imve)
at 2

I, para todos los puntos del sistema material

aZ 38 G mu 1 o
28 @m YE g T 52—2-1711/'

Llevando este valor en (5) se obtiene

(12)

=36 GF+38GF + 46 E—;—mvz
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Supongamos ahora que las fuerzas esteriores e interiores ten-
gan un potencial U/ i sea

Podremos escribir

dL§ @mv

=8(7T+ )

dt

(13)

La tnica condicion impuesta a los cambios de lugar virtuales
es de ser compatibles con las ligazones; podemos suponer, por
consiguiente, que, en dos momentos arbitrarios #, i7,, estos
cambios de lugar virtuales sean nulos. Integramos enténces la
ecuacion (13) entre los dos limites £, i £,; la integral definida
del primer miembro es nula i se tiene

,
[ $(T+ U)ydt=o0
tl

Como el signo de diferenciacion ¢ no afecta el tiempo, se pue-
de escribir tambien

£y
S:f (T+U)de
(14) 4

e S

§ S=0

La funcion S, que Hamilton llama funcion principal, no con-
tiene implicitamente el tiempo, solo contiene los dos I{mites
fijos i arbitrarios 7z, i #,; su diferencial § S es nula cuando las
coordenadas de los puntos del sistema tienen variaciones vir-
tuales infinitamente pequefias; luego ia funcion S es mdxima o
minima cuando las coordenadas de los puntos del sistema ma-
terial tienen los valores que corresponden al movimiento efec-
tivo de estos puntos en el espacio.

Este es el principio de Hamilton.
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PRINCIPIO DE LA MENOR ACCION

Este principio, enunciado por Lagrange, es un caso particu-
lar del principio de Hamilton, cuando el potencial de las fuerzas
esteriores e interiores no contiene implicitamente el tiempo; se
tiene, en efecto, en este caso

. T,
28 GF+ES GF =¢ Z?ﬂzv*

O bien
S U=87

La funcion S se reduce entdnces a la siguiente

B ‘s ({2
S:j 2 Tgit:Jr X mv? dt:J > wmv. ds
! !

1 1 !1

Asi, cada una de las integrales que representan el valor de S
es un mdximo o minimo en el casc del movimiento efectivo del
sistema. Es ficil de comprender que, en jeneral, la funcion S
debe ser un ménimo.

Tal es el principio de la menor accion,

DETERMINACION DE LAS FUERZAS DE LIGAZON

En las férmulas (1) figuran las tres proyecciones de la re-
sultante 7, de las fuerzas de ligazon que obran sobre un punto.
Se concibe que, una vez conocido el movimiento del sistema, se
pueda calcular, para cada punto, la resultante #, de las fuerzas
de ligazon que obran sobre él. Sin embargo, no son estas resul-
tantes que hali interes en conocer, sino Jas fuerzas que equivalen
a cada una de las ligazones.

Estas fuerzas pueden determinarse de la manera siguiente:
consideremos un sistema material sometido a ligazones, su mo-
vimiento es completamente determinado por la ecuacion jene-
ral de Lagrange.

28 Emy=28 GF+Z38 @F;
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En esta ecuacion, los cambios de lugar virtuales son compa-
tibles con las ligazones; sca ahora funa fuerza equivalente a
unade las ligazones; supongamos esta ligazon suprimida i reem-
plazada por la fuerza /i demos, a los puntos del sistema, cam-
bios de lugar virtuales que hagan trabajar la fuerza /i que sean
compatibles con las ligazones restantes; designemos los trabajos
virtuales correspondientes con la caracteristica A, tendremos

(15)  ZA Gmy=SA GF+SA GFi + A Gf

En esta ecuacion, la tdnica incdgnita es f, luego f estard
asi determinado. De la misma manera se podran obtener las
demas ligazones. '

Si el sistema material estd en equilibrio, se tiene simplemente

(16) SAGF+IA GF + A Gf=0

Esta ecuacion puede aplicarse tambien al caso del movi-
miento si, a las fuerzas esteriores, se agregan las fuerzas de
inercia de todos los puntos; es una consecuencia evidente

de (13).

APLICACION A LOS SISTEMAS ARTICULADOS INDEFORMABI.ES

Un sistema articulado indeformable puede considerarse como
la reunion de z= puntos, unidos unos con otros por medio de
rectas o darras de lonjitud invariable; el nimero de las barras
que unen los z puntos es indeterminado, sin embargo, se con-
cibe que se necesitard cierto ndmero minimo de barras para
asegurar la indeformabilidad del sistema. Cuando un sistema
articulado tiene este nimero minimo de barras se dice que el
sistema es estriclamente tndeformable.

Busquemos en primer lugar cudl es el niimero de barras de
un sistema esfviciamente indeformable. Supondremos el caso je-
neral en que los puntos son repartidos de una manera cual-
quiera en el espacio.

Sea 7 el nimero de los puntos; tres de ellos, no situados en
linea recta, necesitan tres barras para formar una figura estric-
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tamente indeformable; cada uno de los #— 3 otros puntos serd.
ligado invariablemente a los primeros por medio de tres barras;
IJuego tenemos un nimero total de barras igual a

3+3(—3)=37-06

Cada barra representa una ecuacion de ligazon; por otra
parte, la situacion en el espacio, del sistema formado por los
» puntos es determinado por las 3# coordenadas de los puntos;
se averigua asi que seZs condiciones son necesarias i suficientes
para determinar la posicion de un sélido invariable en el es-
pacio.

Los 7 puntos pueden unirse unos a otros por un nimero total
de barras igual a

n(n—1)
—

luego el ndmero de las barras supérfluas serd

n(n—1)
R (372—6)

Este nimero puede determinarse directamente; en efecto,
una vez elejidos tres puntos, cada uno de los #— 3 restantes son
definidos por las tres barras que los unen a los tres primeros;
luego todas las barras que unen, entre si, estos #z— 3 puntos son
supérfluos; el namero de estas barras es

(r—3)(2—4)

Este es por consiguiente tambien el nimero de las barras
supérfluas. Se averigua en efecto la relacion

2

Mauricio Levy, en su tratado de Statigue graphigue (el mejor
i mas completo de los que se han publicado hasta ahora) hace
TGMO XCVII 7
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notar que un sistema articulado estrictamente indeformable es
libremente dilatable; miéntras tanto, un sistema articulado, con
barras supérfluas, no se puede dilatar libremente.

La distincion entre los sistemas articulados estrictamente in-
deformables 1 los sistemas fndeformables con barras supérfluas
tiene una gran importancia en la practica cuando se trata de
determinar las presiones o tensiones a las cuales estan someti-
das las barras.

DETERMINACION DE LAS PRESIONES I TENSIONES DE LAS
BARRAS DE UN SISTEMA ARTICULADO

Distinguiremos dos clases de ligazones: unas zzferzores 1 otras
esterioves.

Como el sistema de los # puntos es un verdadero sélido in-
variable, el principio de d’Alembert podrd aplicarse lejitima-
mente cnando el sistema serd mévil en el espacio. En restimen,
podemos considerar solo el caso del equilibrio i los resultados
obtenidos podradn aplicarse en seguida al caso mas jeneral del
movimiento, a la condicion de agregar a cada punto su fuerza
de inercia. '

Los cambios de lugar virtuales, compatibles con las ligazo-
nes del sistema, no hacen trabajar las fuerzas interiores; luego
la condicion necesaria del equilibrio se reduce, en este caso, a

28 @ H=0

1.° Ligazones interioves. Sean A 1 5 (fig. 9) dos puntos del
sistema articulado, la presencia de la barra 4B es equivalente
a la accion de dos fuerzas iguales a f, aplicadasen 4 i 5, de
sentido contrario i dirijidas segun 4B, Si las fuerzas f son, co-
mo en la figura, dirijidas hdcia el interior de la barra, ésta es
sometida a una zemston; en efecto, para mantener los puntos 4
i B en equilibrio, despues de haber suprimido la barra 45,
es necesario aplicarles las fuerzas /] dirijidas hdcia el interior
de la barra; luego la reaccion de estos puntos sobre la barra
equivale a una tension £ Silas fuerzas festuvieran dirijidas
hdcia el esterior de la barra, ésta seria sometida a una presion /.

Las acciones interiores que obran en el sistema, fuera de las
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ligazones, son las acciones moleculares que aseguran la invaria-
bilidad de lonjitud de las barras; estas acciones no se conocen,
pero tampoco intervienen en las condi-

ciones de! equilibrio, puesto que los ]

cambios de lugar virtuales, compatibles -Ffj’ 3.

con las ligazones, no hacen trabajar es- £ I

tas fuerzas.

Para determinar la tension o la pre-
sion a la cual estd sometida la barra 4.3,
se supone esta barra suprimida i reem-
plazada por las dos fuerzas /. Se da entdnces, a los puntos del
sistema, asi modificado, cambios de lugar virtuales que hagan
variar la distancia A5 decierta cantidad A » i que sean compa-
tibles con las ligazones restantes. Las acciones moleculares que
obraban en la barra 4 58 no intervienen ahora i se tendrd simple-
menie

2ZAGF+fAr=0

F.sta ecuacion determina por consiguiente f,

Para que se pueda hacer variar la distancia de dos puntos
sin que cambien las distancias reciprocas de los demas puntos
del sistema, es necesario que el sistema sea libremente dilata-
ble o estrictamente indeforinable; en efecto, si hubieran barras
supérfluas, algunas de las barras podrian suprimirse i las liga-
zones restantes bastarian para dejar el sistema indeformable;
supongamos, por ejemplo, que, habiendo suprimido la barra
AB, las ligazones restantes basten para dejar la distancia AB
invariable; entdnces, cualquiera que sea el sistema de los cam-
bios de lugar compatibles con las ligazones restantes, A» serd
igual a cero, luego seria imposible determinar /.

En este caso; para hacer variar la distancia A5 habria que
desarrollar ciertas acciones moleculares en las otrds barras i el
trabajo virtual de estas acciones moleculares deberia enténces
tomarse en cilenta, para determinar f.

En resumen, para determinar las gresiones o lensiones de las
barras de un sisteina articulado indeformable, sin gie interven-
gan las acciones moleculares incdgnitas, es necesario que el siste-
ma sea estriclantente indeformable o libremenie dilatable.
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2.0 Ligagones esteriores. Para determinar una ligazon esterior,
se debe suponer que esta ligazon se haya suprimido; se dan
enténces, a los puntos del sistema indeformable, cambios de
lugar virtuales compatibles con las ligazones restantes i la fuerza
de ligazon puede determinarse si, entre estos Gltimos cambios
de lugar, algunos hacen trabajar la fuerza buscada.

Si la ligazon considerada impide la libre dilatacion del siste-
ma, el trabajo de la fuerza correspondiente enjendrard forzosa-
mente acciones moleculares incégnitas; luego, las znicas liga-
zZones esteriores que Se pueden deferminar, sin la intervencion de
acciones moleculares, son las que no impiden la lfbre dilatacion
del sistema indeforinable.

El ndmero de las ligazones esteriores deoe ser limitado, puesto
gue éstas deben equivaler a seis condiciones a lo mas. Silas
ligazones equivalen a mas de seis condiciones, unas podran ser
simplemente supérfiuas i las otras podrin impedir la libre dila-
tacion del sistema. En estos casos, 1a determinacion de las fuer-
zas de ligazon, independientemente de las acciones moleculares,
dard lugar a un problema indeterminado o imposible,

CAPITULO V¥

CINEMATICA DEL SOLIDO INVARIABLE

En este capitulo estudiaremos cudles son los movimientos
mas jenerales que puede tomar un sdlido invariable i que sean
compatibles con sus ligazones.

El movimiento mas sencillo es el de fraslacion; es bien evi-
dente que este movimiento es compatible con las ligazones del
sélido invariable.

ROTACION AL REDEDOR DE UN EJE FIJO

Este movimiento es tambien compatible con las ligazones del
sélido invariable. Cada punto del sélido describe entdnces una
circunferencia cuyo plano es perpendicular al eje i, en un mis-
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mo momento, la velocidad de cada punto es proporcional a su
distancia al eje de rotacion.

Se llama velocidad angular, la velocidad de los puntos situa-
dos a la unidad de distancia del eje; sea entdénces w la veloci-
dad angular de un sélido, a cierto momento #, 1 » la distancia
de uno ‘de los puntos al eje de rotacion, la velocidad de este
punto, en el momento 7, serd

> V=@ 7

MOVIMIENTO DE UN SOLIDO PARALELAMENTE A UN PLANO

Sea P el plano considerade; los puntos del sdlido, situados en
un plano 7, paralelo a P, quedardn situados en este plano i
bastard conocer el movimiento de una figura plana cualquiera,
ligada al sélido en el plano 7, para conocer el movimiento del
s6lido mismo. Asi la cuestion se reduce a determinar el movi-
miento de una figuraplana, de forma invariable, en su plano.

Sean (fig. 10) 4 1 Bdos )
puntos de la figura plana y Ffjua
considerada; bastard co- ,Z
nocer a cada momento la N
posicion de la recta .45
para conocer, en los mis-

mos momentos, la posi-
cion de la figura. Sea 4’5’
otra posicicn de 4Z5; se
puede siempre pasar de A8 a 4’8’ por una sola rotacion al re-
dedor de cierto punto determinado C del plano.

En efecto, unamos AA4" i BB’ i, por los puntos medios £ i #
de A4 i BB, levantemos las perpendiculares EC, FC a esas
rectas; sea (el punto de encuentro; los dos tridngulos ACH i
A’C' B’ son iguales por tener sus tres lados respectivamente igua-
les, luego se puede llevar 4.8 sobre 4’5’ por una sola rotacion
al rededor del punto C.

Cuando una figura plana se mueve de una manera continua
en su plano, su movimiento puede ser considerado como una
sucesion de movimientos elementales i cada uno de estos ulti-
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2.0 Ligazones esteriozes. Para determinar una ligazon esterior,
se debe suponer que esta ligazon se haya suprimido; se dan
entdnces, a los puntos del sistema indeformable, cambios de
lugar virtuales compatibles con las ligazones restantes i la fuerza
de ligazon puede determinarse si, entre estos dltimos cambios
de lugar, algunos hacen trabajar la fuerza buscada.

Si la ligazon considerada impide la libre dilatacion del siste-
ma, el trabajo de la fuerza correspondiente enjendrard forzosa-
mente acciones moleculares incégnitas; luego, las inicas liga-
zones esterioves que se pueden determinar, sin la intervencion de
acciones moleculares, son las que no tmpiden la libre dilatacion
del sistema indeformable.

El ndmero de las ligazones esteriores debe ser limitado, puesto
que éstas deben equivaler a seis condiciones a lo mas. Silas
ligazones equivalen a mas de seis condiciones, unas podrén ser
simplemente supérfluas i las otras podrdn impedir la libre dila-
tacion del sisterna. En estos casos, la determinacion de las fuer-
zas de ligazon, independientemente de las acciones moleculares,
dara lugar a un problema indeterminado o imposible

CAPITULO YV

CINEMATICA DEL SOLIDO INVARIABLE

En este capitulo estudiaremos cudles son los movimientos
mas jenerales que puede tomar un sélido invariable i que sean
compatibles con sus ligazones.

El movimiento mas sencillo es el de #rasiacion; es bien evi-
dente que este movimiento es compatible con las ligazones del
solido invariable.

ROTACION AL REDEDOR DE UN EJE FJjO

Este movimiento es tambien compatible con las ligazones del
sélido invariable. Cada punto del sélido describe enténces una
circunferencia cuyo plano es perpendicular al eje i, en un mis-
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mo momento, la velocidad de cada punto es proporcional a su
distancia al eje de rotacion.

Se llama velocidad angular, la velocidad de los puntos situa-
dos a la unidad de distancia del eje; sea entdnces w la veloci-
dad angular de un sdlido, a cierto momento ¢, 1 » la distancia
de uno ‘de los puntos al eje de rotacion, la velocidad de este
punto, en el momento Z serd

. V=w7#

MOVIMIENTO DE UN SOLIDO PARALELAMENTE A UN PLANO

Sea P el plano considerado; los puntos del sélido, situados en
un plano #’, paralelo a P, quedaran situados en este plano i
bastara conocer el movimiento de una figura plana cualquiera,
ligada al sélido en el plano 7, para conocer el movimiento del
solido mismo. Asi la cuestion se reduce a determinar el movi-
miento de una figuraplana, de forma invariable, en su plano.

Seaa (fig. 10) A i Bdos
puntos de la figura plana
considerada; bastard co-

nocer a cada momento la
posicion de la recta .48
para conocer, en los mis-
mos momentos, la posi-
cion de la figura. Sea 4’5’
otra posicicn de 45; se
puede siempre pasar de 4B a 4’5’ por una sola rotacion al re-
dedor de cierto punto determinado  del plano.

En efecto, unamos A4’ 1 BB’ i, por los puntos medios £ 1 &
de A4 i BB/, levantemos las perpendiculares EC, FC a esas
rectas; sea C el punto de encuentro; los dos triangulos ACFH i
A’C" B’ son iguales por tener sus tres lados respectivamente igua-
les, luego se puede llevar 45 sobre 4’5’ por una sola rotacion
al rededor del punto C.

Cuando una figura plana se mueve de una manera continua
en su plano, su movimiento puede ser considerado como una
sucesion de movimientos elementales i cada uno de estos ulti-
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mos puede confundirse con una rotacion elemental al rededor
de cierto punto C del plano.

Es andlogo a lo que se hace cuando se considera el movi-
miento continuo de un punto material como la sucesion de mo-
vimientos elementales rectos i uniformes.

En jeneral, la situacion del punto £ cambia de una manera
continua en el plano; su posicion a un momento dado se llama
centro instantdneo de rotacion.

De ahi se deduce que, durante ¢/ moviniento continuo de una
figura plana en su plano, los normales a las trayectorias de todos
los puntos pasan, a un niisme momento pov &l centro instantdneo,
de rotacion.

Volvamos a la consideracion del sdlido; cuando a un mo-
mento dado, la figura plana, situada en el plano 77, jira al rede-
dor de un punto C de este plano, el sélido entero jira al rededor
de un eje, perpendicular en () al plano 7’; este eje se llama ¢fe
instantineo de rotacion.

Asl, cnando un solido se mueve paralelamente a un plano, su
movimiento elemental, a un momento dado cualguiera, es una ro-
tacion al vededor de un eje perpendicular al plano considerado.

MOVIMIENTO DE UN SOLIDO AL REDEDOR DE UN PUNTO FIjO

Sea O el punto fijo 1 5 una esfera de centro O, una figura
cualquiera, ligada al sélido i situada sobre la esfera S, quedard
situada sobre la misma esfera durante el movimiento del sélido;
basta por consiguiente determinar el movimiento de esta figura
esférica para conocer el movimiento del sélido.

Una figura andloga a (10), en la cual las rectas son recmpla-
zadas por arcos de circulo maximo, muestra que una figura
esférica puede siempre pasar de una posicion a otra, sin salir
de la esfera, por medio de una rotacion al rededor de cierto
punto € de la- misma esfera. Segun esto, el movimiento conti-
nuo de una figura esférica sobre la esfera podrd ser considerado
como la sucesion de movimientos elementales i cada uno de
éstos es una rotacion al rededor de cierto -punto determinado
de la esfera.

El solido, ligado a la figura esférica, se mueve por consiguien-
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te de tal manera que, a cada momento, su movimiento elemental
es una rotacion al rededor de un eje que pasa por el punto fijo.

MOVIMIENTO JENERAL DE UN SOLIDO INVARIABLE

Sean §1 S’ (fig. 11) dos posiciones de un sélido invariable;
A, B, C... algunos puntosde Si 47, B, ... las posiciones que
ios mismos pun-
tos ocupan en .S’

Una traslacion sz"/‘(‘

cualquiera es
siempre compati-
ble con las liga-
zones de un sdlido
invariable libre;
demos a S una
traslacion igual al
AA’; S vendrd en
S”, Aen A’, B en
B, Cen (7 etc,;
se puede pasar
-ahora de la posi-
«cion 8" ala posicion S’ sin mover el punto A4’; es el caso
estudiado mas arriba, del movimiento de un sélido invariable
al rededor de un punto fijo i se sabe que se puede llevar S" sobre
S’ por medio de una rotacion al rededor de cierto eje A’X que
pasa por ¢l punto 47, En restimen, se puede siempre pasar de
S a 5 por medioc de una traslacion i de una rotacion.

La misma descomposicion del movimiento puede hacerse con
an punto cualquiera del sélido en vez del punto 4; se puede

demostrar, entdnces, que cualguiera gue sea el punio elejido, el
gje de la rotacion queda pasalelo a si misimno.

Consideremos en efecto una figura plana #, ligada al sélido
S i situada en un plano perpendicular a A’X; al pasar el sélido
de S a §” la figura # se trasladard paralelamente a si misma a
F"; en seguida, la rotacion al rededor de A’.X la hard jirar en
su mismo plano hasta ocupar una posicion F'; asi /7 { F” estan
en un mismo plano, paralelo al plano de 7.
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Cualquiera otra descomposicion del movimiento debe levar
finalmente F sobre /7. Supongamos que la descomposicion se
haga con el punto B: la traslacion BB llevara #, paralelamente
a s{ mismo en 7,” por ejemplo i la rotacion, al rededor de un eje
que pasa por B, deberd llevar 7" sobre F£'. Como F,” esta
situado en un plano paralelo a 7, los planos de /" 1 7/ deben
ser paralelos o confundidos. Si estos planos estuvieran solo pa-
ralelos, ninguna rotacion al rededor de un eje situado a distan-
cia finita podria Hevar una figura sobre la otra, luego como el eje
de rotacion pasa por un punto B’ a distancia finita de 7" i 7
es necesario que los planos de estas curvasesten confundidos,
Ahora la rotacion al rededor del eje considerado debe llevar 7"
sobre F7; luego cl eje de la rotacion debe ser perpendicular al
plano de estas figuras; de lo contrario #,” saldria de este plano
i no podria coincidir con .

La proyeccion de la traslacion sobre la direccion invariable del
gje de rolacion es constante; en efecto, esta proyeccion es la dis-
tancia constante de los planos de las figuras /1 F".

El dngulo de la rotacion es tambien constanie; en efecto, las dos
figuras /7 i /,” tienen la misma orientacion que 7 cada una
debe confundirse con £’ por medio de una rotacion en su plano;
el dngulo de esta rotacion es por consiguiente el mismo.

De estas propiedades se deduce que un sdlido invariable puede
siempre pasar de una posicion a otra, por medio de una trasla-
cion i de una rotacion al rededor de un eje paralelo a la tras-
lacion.

Cuando un sélido invariable tiene un movimiento continuo
en el espacio se puede considerar este movimiento como la su-
cesion de movimientos elementales, i cada uno de estos dltimos
podré siempre descomponerse en una traslacion i una rotacion;
ademas, en cada movimiento elemental, se podrd suponer que
la traslacion es paralela al eje de rotacion; cada movimiento
elemental serd, pues, anédlogo al de un tornillo en su tuerca, es
decir, serd un movimiento helizoidal.

En restmen, el movimiento continuo mas jeneral de un séli-
do invariable es una sucesion continua de movimientos ele-
mentales helizoidales.
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Cualquiera otra descomposicion del movimiento debe llevar
finalmente / sobre 7', Supongamos que la descomposicion se
haga con el punte B: la traslacion B8 llevara F, paralelamente
a s{ mismo en 7, por ejemplo i la rotacion, al rededor de un eje
que pasa por B, deberd llevar #,” sobre F’. Como F,” estd
situado en un plano paralelo a Z, los planos de 7“1 #/ deben
ser paralelos o confundidos. Si estos planos estuvieran solo pa-
ralelos, ninguna rotacion al rededor de un eje situado a distan-
cia finita podria llevar una figura sobre la otra, luego como el eje
de rotacion pasa por un punto A a distancia finita de /7" i /7
es necesario que los planos de estas curvas esten confundidos,
Ahora la rotacion al rededor del eje considerado debe llevar 7"
sobre F7; luego ¢l eje de la rotacion debe ser perpendicular al
plano de estas figuras; de lo contrario #,” saldria de este plano
i no podria coincidir con F.

La proyeccion de la traslacion sobre la dirveccion invariable del
¢je de rolacion es constante; en efecto, esta proyeccion es la dis-
tancia constante de los planos de las figuras 1 7',

El dngule de la rotacion es tambien constante; en efecto, las dos
figuras F7 i F,” tienen la misma orientacion que F; cada una
debe confundirse con // por medio de una rotacion en su plano;
el dngulo de esta rotacion es por consiguiente el mismo,

De estas propiedades se deduce que un sélido invariable puede
siempre pasar de una posicion a otra, por medio de una trasla-
cion i de una rotacion al rededor de un eje paralelo a la tras-
tacion.

Cuando un sélido invariable tiene un movimiento continuo
en el espacio se puede considerar este movimiento como la su-
cesion de movimientos elementales, i cada uno de estos tltimos
podrd siempre descomponerse en una traslacion i una rotacion;
ademas, en cada movimiento elemental, se podrd suponer que
la traslacion es paralela al eje de rotacion; cada movimiento
clemental serd, pues, andlogo al de un tornillo en su tuerca, es
decir, serd un movimiento helizoidal.

En restimen, el movimiento continuo mas jeneral de un sdli-
do invariable es una sucesion continua de movimientos ele-
mentales helizoidales.
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MOVIMIENTOS SIMULTANEOS DE UN SOLIDO INVARIABLE

Cuando se refiere la posicion de un sélido invariable a un
sistema de comparacion mévil en el espacio, el movimiento
absoluto del sélido es la superposicion de dos movimientos si-
multdneos: uno relativo i el otro de arrastre. Se supone jeneral-
mente el sistema de comparacion de forma invariable, luego el
movimiento de arrastre es un movimiento de sélido invariable.

Como en el caso del punto material, se puede considerar un
nimero cualquiera de sistemas de comparacion animados, unos
respecto de otros, de movimientos de arrastre relativos; en este
caso, el movimiento absoluto del sélido invariable puede ser
considerado como la superposicion de cierto nimero de movi-
mientos simultaneos. )

El problema que se trata de resolver es precisamente de de-
terminar el movimiento absoluto de un sélido invariable ani-
mado de un ndmero ciialquiera de movimientos simultdneos.

Desde luego, podremos considerar solo los movimientos ele-
mentales, puesto que el movimiento continuc és la sucesion de
movimientos elementales; ademas cada movimiento elemental
compouente podrd siempre descomponer en una traslacion I una
rotacion.

COMPOSICION DE LAS TRASLACIONES

Se supone un sélido animado de un ntmero cnalquiera de
traslaciones simultdneas; en este caso, todos los puntos del sé-
lido son animados, a cada momento, de las mismas velocidades
simultdneas i éstas se componen, para cada punto, en una ve-
locidad absoluta, resultante jeométrica de las primeras. La ve-
locidad resultante serd la misma para todos los puntos del
sélido; luego &l movimiento absoluto del sélido es tambien una
traslacion.

Reciprocamente, un sélido animado de una traslacion puede
ser considerado como animado de un ntimero cualquiera de
traslaciones simultdneas, con la condicion que la resultante jeo-
métrica de las velocidades simultineas de cada punto sea la
velocidad del movimiento de traslacion considerado.
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COMPOSICION DE UNA TRASLACION I DE UNA ROTACION

1.0 Supongamos la traslacion perpendicular a la rotacion; sea
{fig. 12), OX el eje de la rotacion, w la velocidad angular, 2 un
plano perpendicular a OX i 04 =v la velocidad de la trasla-

cion; 04 es contenido en

el plano P. Sea OB una

71912 recta, situada en el plano

P i perpendicular a OA4.

Si la rotacion tiene el sen-

tido indicado por la fiecha,

un punto cualquiera 4/ de

! Sl OB es animado de dos

s 3@: _______ d/ movimientos elementales

~ ~ perpendiculares a OB i, en

el punto 47 de la figura,

estos dos movimientos elementales son de sentido opuesto: uno

resulta de la traslacion i tiene el sentido de 04, su magnitud

es vdt; el otro resulta de la rotacion, su sentido es opuesto i su

magnitud es wx O X d¢,; luego si el punto M satisface a la
relacion

4

(1) wX OM=v

este punto no se movera durante el tiempo dZ Sea 7Y un eje
perpendicular al plano Z; todos los puntos del sélido situados
sobre MY quedarin inmdviles como el punto M, durante el
tiempo 4, luego el movimiento resultante del sélido es una ro-
tacion elemental al rededor de M 7.

Sea x la velocidad angular de esta rotacion; para determi-
nar x, busquemos el movimiento absoluto del punto O; este
puede obtenerse en funcion de los movimientos componentes o
del movimiento resultante i los dos valores deben ser iguales.

La rotacion al rededor de OX no da ningun movimiento al
punto O i la traslacion le da un movimiento elemental, dirijido
segun 04, e igual a vdz; la rotacion resultante x da al mismo
punto un cambio de lugar igual a x X MO X dt. Para que éste
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tenga la misma direccion que v 4% es necesario que la rotacion
al rededor de MV tenga el mismo sentido que w; ademas se
debe tener

aX MO xdt=vds

Luego
v
=00
1, segun (1)
F=w

En resumen, una rotacion i una traslacion perpendicular al
eje de la rotacion se componen en una rotacion de misma
velocidad angular 1 de mismo sentido; el eje de la rotacion
resultante es paralelo al primero, i la distancia de los dos

. v
ejes es —.

Reciprocamente una ‘rotacion al rededor de un eje pnede
reemplazarse por una rotacion igual i de mismo sentido al rede-"
dor de un eje paralelo i de una traslacion perpendicular al
plano de los dos ejes; la velocidad de la traslacion es igual al
producto de la velocidad argular por la distancia de los dos
ejes.

2.0 Supongamos ia iraslacion de direccion cualguiera—Se des-
compondri la traslacion en des componentes: una dirijida segun
el eje de rotacion, la otra perpendicular; esta Gltima i la rotacion
se componen en una-sola rotacion, luego el sdlido estard ani-
mado de una rotacion i de una traslacion paralela al eje de la
rotacion: es un movimiento helizoidal.

COMPOSICION. DE DOS ROTACIONES AL REDEDOR DE DOS
EJES PARALELOS

1.0 Supongamos las rotaciones de mismo sentido i sean w
i o’ las velocidades angulares. Consideremos {fig. 13) un plano
P perpendicular a los dos ejes, 1 en este plano, la recta 00" que
une los piés de los ejes. Un punto 3 de esta recta es anima-
do de dos movimientos elementales, perpendiculares a GO;



108 MEMORIAS CIENTIFICAS 1 LITERARIAS

ademas, si el punto est4 situado entre 01 O’ los sentidos de los
movimientos elementales son contrarios: uno tiene por valor
' Frod3. wX OM dt el otro o' X
j O M dt. Tuego,si el punto
Iz considerado satisface a la
relacion

(2) wXOM=wx'OM

su movimiento elemental
ya e o resultante serd nuolo. La
______ posicion del punto M/ esta
asi perfectamente deter-

minada i todos los puntos
del solido situados sobre
una perpendicular A ¥ al
plano £ quedardrn al reposo; luego las dos rotaciones se compo-
nen en una sola, al rededor del eje /Y sea x la velocidad an-
gular de esta rotacion resultante. Para determinar x, considere-
mos el punto O i busquemos cudles son los cambios de lugar
que dan, a este punto, las rotaciones componentes i la rotacion
resultante; los efectos deben ser iguales.
El efecto de las rotaciones componentes sobre O se reduce
a una rotacion al rededor de 0’X7 i esta rotacion hace descri-
bir al punto O un camino o’ x 00’ &2, La rotacion al rededor
de MY debe hacer describir a O el mismo camino; se ve ya
que el sentido de la rotacion x debe ser el mismo que el sentido
de «; ademas esta rotacion x hace describir a O el camino
X MO dt, luego se debe tener

TXMO=u" X 00

O bien
— /x \,Q.g.w-.’ I+ _0_’_11{.
FreX FroTe MO

1, segun (2)

r=o+o
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Asi la velocidad angular resultante es la suma de las veloci-
dades angulares componentes.

2.0 Supongamos las rotaciones de sentido contrario; sean w
i ' las velocidades angulares I w>o’; se podrd reemplazar la
rotacicn @ por dos rotaciones del mismo sentido al rededor de
dos ejes paralelos; elejiremos para uno de los componentes una
de velocidad —w’ que destruird el efecto de la rotacion o 1 que-
dara entdnces una sola rotacion cuya velocidad es

r=w—w

Sea z la distancia del eje resultante al eje de la rotaciou w 1
a la distancia de los dos ejes dados, se tendrd como mas arriba

3.2 Silas dos rotaciones o i »' son iguales i de sentido con-
- 1 ’ Y
trario, las férmulas precedentes dan

xX=0

=00

La rotacion resultante tiene por consiguiente una velocidad
angular nula i su eje estd en el infinito; se averigna ficilmente
que esta rotacion resultante equivale a una traslacion.

Supongamos, en efecto, que, en la figura 13, las dos rotacio-
nes al rededor de 0X i ("X’ sean iguales i de sentido contra-
rio; un punto cualquiera 7, situado sobre la recta 00, entre
0 i 0, tendra dos movimientos elementales componentes diriji-
dos perpendicularmente a 00’ i del mismo sentido; su cambio de
lugar resultante serd tambien perpendicular 2 OO’ e igual a

oX OMxdt+ox OMxdi=wx 00" X dt

En restimen, todos los puntos de 00’ tienen un cambio de
lugar elemental comun, lo que indica que las dos rotaciones
iguales 1 de sentido contrario se componen en una traslacion
perpendicular al plano de los dos ejes.
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Reciprocamente una traslacion puede descomponerse en dos
rotaciones iguales i de sentido contrario, al rededor de dos ejes
cuyo plano es perpendicular a la traslacien.

COMPOSICION DE DOS ROTACIONES AL REDEDOR DE EJES
QUE SE ENCUENTRAN

Se Hama ¢je de una rotacion un vector dirijido segun el eje
de rotacion i cuya medida es la velocidad angular de la rota-
cion; su sentido es tal que un observador colocado en el sentido
de este vector, los piés en el punto de aplicacion, vea la rota-
cion efectuarse en el sentido positivo.

Sean entdnces dos rotaciones cuyos ejes son 04 i OB
{fig. 14); cons;df:}gjggs un punto 4 del plano AOZB i busque-

mos sus cambins de lugar
elementales: los dos serdn
perpendiculares al plano
AOB i, si el punto M estd
situado entre los dos ejes,
los cambies de lugar serdn
de sentido contrario. Sean
MP i MQ las perpendicu-
lares bajadas desde M so-
brelosdosejes; losdoscam-
bios de lugar serdn respec-
tivamente: OA X QM 4z
1 OBx MP dt; luego si el
punto 47 satisface a la re-
lacion

OAXQM OBx MP

0 su cambxo de lugar resul-
i : : - tante serd nulo.
Supongamos que el punto M de la figura 14 satisfaga a esta
relacion; se averigua que todos los puntos de la recta Q4 satis-
facen a la misma relacion; luego las dos rotaciones se compo-
nen en una sola cuyo eje es dirijido segun OM.
Ademas la recta O pasa por el punto C, vértice del para-
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I ,
lelégramo construido sobre OA i OB, en efecto, si se escribede
dos maneras diferentes la medida del drea del paralelégramo
OACB se obtiene

OAXCE=0BxCF

luego el punto C esti sobre la recta OM. Sea x la velocidad
angular de la rotacion resultante; para determinar z, conside-
remos el punto B i busquemos cuales son los cambios de lugar
que dan a este punto las rotaciones componentes i la rotacion
resultante; sean BH i BK las perpendiculares bajadas desde
B sobre 04 i OC; las rotaciones componentes dardn al punto
B un cambio de lugar

OAx BH x dt

i la rotacion resultante le dard un cambio dc lugar
x X BEK x dt
-

esto prueba ya que, respecto al punto 5, los ejes 041 x deben
tener el mismo sentido, asi el eje resultante es dirijido desde O
hécia ) se debe tener en seguida

X BK=0A4AxBH

El segundo miembro es el drea del paralelégramo OACE i
la misma drea es doble del drea’del tridngulo OCB, su medida
es por consiguiente tambien OCXBK; se tiene por consi-
guiente

X BK=0CxBK

O bien
r=0C

Asi el eje de la rotacion resultante es la resultante jeométrica
de los ejes de las rotaciones componentes,

Del caso de dos rotaciones se pasa inmediatamente al caso
de un nimero cualquiera de rotaciones cuyos ejes son concu-
rrentes; 1 se llega al siguiente teorema. '
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TEOREMA—Un niimero cualquiera de rotaciones simultdneas,
CUYOS eJeS SON CONCUrTEnTEs, se componen en una votacion vesullante
cuyo eje es la resuliante jeondtrica de los efes de las rotaciones com-
ponenies.

Reciprocamente una rotacion puede siempre descomponerse en
un nilmero cualquiera de rolaciones simultineas, cuyos ejes tienen
por resultante jeométrica el eje de la votacion considerada.

COMPOSICION DE UN NUMERO CUALQUIERA DE ROTACIONES
I DE TRASLACIONES SIMULTANEAS

Cada rotacion puede reemplazarse por una rotacion igual al
rededor de un eje paralelo que pasa por un punto fijo i arbitra-
rio O i por una traslacion perpendicular al plano de los dos
ejes; luego el sélido serd animado de cierto nimero de trasla-
ciones i de cierto nimero de rotaciones al rededor de ejes que
todos concurren en el punto 0. Las traslaciones simultdneas
pueden componerse en una sola i las rotaciones simultdneas en
una rotacion resultante; finalmente, el conjunto de los movi-
mientos simultdneos serd reemplazado por una rotacion i una
traslacion, es decir por un movimiento helizoidal.

A. OBRECHT

LA

( Continuar

Sk



